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détermination des fréquences naturelles exactes
powr les vibrations longitudinales et flexionnelles
d'une poutre profonde dont les surfaces limites
sont libres de traction. La méthode converge vers
les solutions exactes en utilisant un nombre (rés
petit de termes. Les résulials obtenus sont compa-
rés avec ceux de la théorie des barres pour les
vibrations longitudinales et avec ceux des théories
de Timoshenko et de Bernoulli-Euler pour les
vibrations flexionnelles. Les comparaisons montrent
que les théories des barres et de Bernoulli-Euler
sont en accord avec la méthode de Fourier dans le
seul cas des modes fondamentaux alors que la
théorie de Timoshenko est en accord avec la
méthode de Fourier dans tous les cas.
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1 INTRODUCTION

Une méthode de Fourier pour la détermination des
fréquences naturelles pour les vibrations longitudina-
les et flexionnelles d'une poutre élastique isotrope
profonde est développée. La méthode converge rapide-
ment vers les solutions exactes. Cette méthode était
appliquée par Hutchinson et Zillmer [1] aux vibra-
tions d'un parallélépipéde avee beaucoup de succds.

Le probléme de vibrations flexionnelles d'une pou-
tre en fonction des ¢quations d'élasticité a ¢ié exami-
né par Hutchinson et Zillmer [2]. Leur méthode de
calcul consistait & former en premier licu une solution

Résumé ~
Une méthode de Fourier est présentée pour la

G méthode de fourier. )

de I'état de déformation plane & partir de solutions
exactes el a satisfaire les conditions aux limites sur
les surfaces latérales de la poutre. Les conditions aux
limites sur les autres surfaces Ctaient satislailes dans
un sens relaxé de Saint-Venant, c'est-d-dire que les
moments et cfforts tranchants étaient considérés a la
place des contraintes. La méthode Clait ensuite conver-
tie & unc solution d'un état de contrainte plane par un
simple changement de constantes ¢lastiques. Les com-
paraisons avee la théorie d'élasticité tri-dimensionnelle
montraient que la méthode développée et la théorie de
Timoshenko avaicent le méme intervalle d'application.

2 FORMULATION

Dans cctie analyse tous les symboles sont sans
dimension. Les déplacements : u et v, les coordonnées
x et y, ct les dimensions globales sont rendus sans
dimension en les divisant par la hauteur 2a de la pou-
tre. Les contraintes sont rendues sans dimension en
les divisant par le module de cisaillement. La [réquen-
cc Q est rendue sans dimension en la multipliant par
2a et en la divisant par la vitesse d'onde de cisaille-
ment. Les nombres d'onde o, B, & ct y sont rendus
sans dimension en les multipliant par 2a. La dépen-
dance du temps cst supprimée en supposant quc les
déplacements varicent sinusoidalement avee le temps.

Le probléme est formulé cn [onction d'une séric de
solutions exactes des équations différentielles de I'érat
de contrainte plane ¢n coordonnées cartésicnnes, Les
formes de ces solutions sont données dans le tableau
1. La constante v est le coefficient de Poisson.
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antisymétrique  si le  déplace-

Forme 1 Forme 1 ment est une fonction impaire
de x. En raison dc la complexi-
1 [—sin (oex) sin (fy) {sm (dx) ] [ sin (}'y] t¢ du développement des ¢qua-
cos (ax)} {c(,s (By) cos (5x) cos () tions ct la similitude entre lcs
quatre cas, le dévcloppement
[“’S (@x) {“5(55')} 3 [ cos (8x) {C"S(Y)')] los équations dans cet article
v B sin (ox) sin (fiy) - sin (9x) sin (yy) wera I aé 2 un seul cas. Le
: ; ; cas coodéré est formé a partir
Ox Q2 +7_“2){"'95 (ax)} [ S'"(B}')} 2% [C(,’S @ { sin () du 1 supérieur dans chacun
sin (ax) cos (By) sin @) cos (7y) des deux groupes de crochets et
5 [ cos (0x) sin (By) ¢os (dx) sin (4y) correspond au mode symétrique
g, (v +35“)l sin(a_x)] {cos(ﬁy) 2 [sin (8x) } {COS(W)] de vibration flexionnelle. Des
) - combinaisons linéaires des deux
% 20 {' i F“") [“fs([iy)] (82-72){ sm(Sx)] [Cf’s () types de solution sont choisies
cos (ox) ) L-sin (By) cos (Bx) sin () en deux séries. l'expression de
la contrainte de cisaillement Ty,

w24 a%= cst donnée ci-dessous :

Tableau 1 : Solutions des équations différentielles de I'Clat de
contrainte plane en coordonnées cariésicnnes.

Les dimensions et les coordonnées utilisées sont
montrées dans la figure 1. En centrant le systéme de
coordonnées 1l est nécessaire de considérer seulement
un quart de la poutre comme le montre la figure 1,
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Figure 1 : Coordonnées ct dimensions de la poutre.

Les conditions aux limites sont exprimées comme
suit :

T, (a,y)=0 )]
Ty (x,0)=0 @
o, (ay)=0 3
o, (x,H)=0 @

La solution est formée en prenant des combinaisons
linéaires des deux formes du tableau 1. 11 existe quatre
combinaisons possibles des deux lermes dans chacun
des deux groupes de crochets. Chacun des quatre cas
possibles correspond a un mode de vibration longitudi-
nale si le déplacement u est une fonction paire de y ou
un mode de vibration flexionnelle si le déplacement v
est une fonction paire de y. Aussi, chaque cas peut
étre celui d'un mode symétrique si le déplacement cor-
respondant est une fonction paire de x ou un mode
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T ¥y = ZAiTXy/\i + EBJ Txynj (5)
ol
xyAl l D zal\l cos (BAly) s D2 ‘a/\l 54\:)
sin {am x’
cos (8,,) ]____ ©
sin (B, x
Tom = | D285, _(_m_l D,(8]; - o)
B,
sin (85X
—ﬁ—l] cos (ogy) (7

Le premier terme de la séric A est celui de la
forme 1 du tableau 1 et le second terme est celui de
la forme 2 avee ety remplacées par o et § respec-
tivement. Le premier terme de la séric B est celui de
la forme 1 du tableau 1 avec o et  remplacées par B
el o respectivement et le second terme est celui de la
forme 2 avec 8 et y remplacées par § ¢l o respective-
ment. Les autres termes de contraintes et de déplace-
ments sont formés de la méme manigre.

Les constantes Dy - Dy et les valeurs de o sont
choisies de sorte que les conditions aux limites (1) et
(2) soient identiquement satisfaites.

Pour la séric A le nombre d'onde o est choisi
comme suit @
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Pour la séric B l¢ nombre d'onde o est choisi
comme suit :

=123, NY 9)

Les constantes Dy & Dy sont choisies comme suil :

By (“f\x - 8% cos (8.u:0) b
D, =2a’, COS(BAib) (1
sin(d, )
i (B0~ am)—g : (12)
Is,
D, = 2B:§,’M o

By,

Les conditions aux limites (3) et (4) sont satisfaites
par orthogonalité.

L'équation (3) est approximativement satisfaitc cn
posant :

Jh o, (ay) sin (unj y)dy =0 (14)

ol og; est définie par I'équation (9). Apres intégration,
la forme suivante cst obtenuc :

NX
Ya; A+ b; B=0;

i=1

j=1,23,.,NY (15

Les cocfficients aj; et b; sont comme suit :

2 _s2 2 52
a;= -OLZMA (VQZ+2aii,—4?—A‘5’-\2'—
B - an, AT Oy
(-1)™ cos 'BMb)cos‘SMb> (16)
sin‘SHju}

b= {af,J - Sf,j){vﬂz +2B,2Sj) cos (B aa)

njBtl‘,g ﬁ(ﬁl’)"’ coq(S a)
a

Bj Bj

amn

L'équation (4) cst approximativement satisfaile en
posant :

!. o, (x, b)cos{o ;x)dx =0 (18)

ol aaj est définie par I'équation (8). Aprés intégra-
tion, la forme suivante ¢st obtenue :

NY
a; A+sz]B—Ol=
3=l

1,2,3,..,.NX (19)

Les coclficients bjj ct aj sont comme suit

By —Sf" %8 (VQ2+"012 ]+ Liz”s—'z”—
§j= Bj
o m = BBJ 81,) Al
{_l)uj “2[51231‘ sin'BBja) sin ‘alija) (20)
Oy By By
_ (B, .b
ai= (8 QA,NVQ -0-2[3,\1)b { & ) COS(SMI'))
1\1
2 o2 sin(Smb) S -
+da ) N cos{BMb) T (21)

Al

Les équations (15) ct (19) sont ccerites sous forme
matriciclle comme suit :

[a] [b] [){A} 0
" = (22
la] [6] |l(B} 0
La notation [ | indique unc matrice diagonale.
L'ordre N de la matrice carrée dans I'équation (22) est
comme Suit ¢
N = NX + NY 23

Les coefficients de la matrice dans I'équation (22)
sont fonctions des dimensions, propriéiés et fréquen-
ces naturelles. Pour des dimensions choisies, les [ré-
quences naturelles sont celles qui annulent le détermi-
nant de Ia matrice dans 1'équation (22).

3 RESULTATS

Les équations pour les quatre cas, c'est-a-dire pour
les modes longitudinaux symétriques et antisymélri-
ques et les modes [lexionnels symétriques cl antisy-
métriques de la poutre ont ¢I¢ programmées sur
micro-ordinateur.

Le probleme considéré est celui d'une poutre pro-
fonde de longueur 2a = 5 et de hauteur 2b = 1 ¢t dont
le coefficient de Poisson v = 0.3. Les Lableaux 2 et 3
montrent la convergence de la méthode de Fourier cn
fonction du nombre de termes longitudinaux NX et le
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nombre de termes latéraux NY pour les paramilres
de fréquence Q correspondant aux trois premicrs
modes flexionnels symétriques et antisymétriques
respectivement ct comparent les résultats obtenus

avee ccux des théorics de Timoshenko avee K =
0.85 et de Bernoulli-Euler. Les tableaux 4 ct 5
montrent la convergence de la méthode de Fourier
en fonction des nombres de termes NX ¢t NY pour

Convergence de la méthode de Fourier en
fonction des nombres de termes NX et NY
| Théorie
des
51 10.2 153 20.4 255 30.6 barres
1.0116| 1.0116| 1.0116, 1.0116| 1.0116| 1.0116 1.0131
29824 | 2.9798 | 2.9794| 29793 | 2.9792| 2.9792 | 3.0394
57403 | 5.6984 | 5.6969| 5.6965| 5.6962| 5.6961 6.0788

les paramétres de fréquence € correspondant aux
trois premicrs modes longitudinaux symétriques et
antisymétriques respectivement et comparent les résul-
tats obtenus avec ccux de la théoric des barres. La
relation utilisée pour le choix des nombres de termes
NX ct NY est la suivante :

NX.b = NY.a (24)

Les tableaux 2 a5 montrent clairement que la
méthode de Fourier converge rapidement vers les solu-
tions exactes des nombres trés petits de termes. Les
Tablcaux montrent aussi que les théories des barres et
de Bernoulli-Euler sont e¢n accord avee la méthode de
Fourier dans le cas des modes fondamentaux scule-
ment. Par contre, la théorie de Timoshenko est cn
accord avec la méthode de Fourier dans lc cas des
trois modes.

Convergence de la métliode de Fourier en
Q foniction des nombres de termes NX et NY Théorie | Théorie de
de Bemoulli-
10.2 153 20.4 255 30.6 |Timoshenko| — Euler
1 03781 0.3732| 0.3715 | 0.3707 [0.3703 | 0.3688 | 0.4165
3 1.4533 | 1.4487| 1.4471 | 14463 | 1.4459 | 1.4381 | 22510
3 | 2.6300| 2.6235 | 2.6235 | 2.6227 | 2.6223 | 2.6050 | 5.5588
|

Tableau 2 : Paramétres de [réquences Q des trois premiers
modes flexionnels symétriques.

| maeminmemmeiues | made | e
Timosh Euler
102 15.3 20.4 255 30.6
1 0.8743/0.8698 | 0.8682 |0.8675 | 0.8671 | 0.8635 | 1.1482
2 | 2.047612.0432 | 2.0416 | 2.0408 | 2.0404 | 2.0271 |3.7211
3 | 3.0828[3.0804 13,9795 3.0791 | 3.0789 | 3.0826 | 7.7639
1

Tableau 3 ; Paramatres de fréuences € (o - lrois premicrs
modes flexionnels antisymétrigues.

Convergence de la méthode de Fourier en

Q fonction des nombres de termes NX et NY Théorie
d
l'-rn;:x

5.1 10.2 153 20.4 25.5 30.6

1 2.0128] 0.0123 | 2.0122| 2.0122 | 2.0122 | 20121 | 2.0262

2 | 3.8540| 3.8451 | 3.8435| 3.8429 | 3.8427 | 3.8425 | 4.0525

3 | 5.0959| 4.8358 | 4.8232| 4.8194 | 4.8178 | 4.8169 | 5.0656

Tableau 4 : Paramétres de fréquences Q des trois premicrs

modes longitudinaux symétriques.
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Tableau 5 : ParuMires de fréquences O des trois premiers

mode~ longitudinaux antisymétriques.

4 CONLCUSION

La méthode de Fourier présentée dans cet article
donne d'cxcellents résultats pour les vibrations longitu-
dinales et [lexionnelles des poutres profondes dont les
surfaces limites sont libres de traction. La formulation
et la programmation de cette méthode ne sont pas trés
faciles mais lc nombre de données exigées est LCs
petit. Les résultats obtenus montrent que la méthode
de Fourier converge rapidement vers les solutions
exactes en utilisant des nombres rés petits de termes.
Les résultats obtenus sont comparés avec ceux de la
théoric des barres pour les modes longitudinaux et
avee ccux des théories de Timoshenko et de Bernoulli-
Euller pour les modes flexionnels. Les comparaisons
montrent que les théories des barres ct de Bernoulli-
Euler sont en accord avee la méthode de Fourier dans
le scul cas des modes fondamentaux alors que la théo-
ric de Timoshenko est en accord avee la méthode de
Fourier dans tous les cas. La méthode peut étre formu-
lée pour d'autres types de conditions aux limites. Elle
peul servir comme une base de comparaison pour les
méthodes numériques approchées telles que la méthode
des éléments finis et la méthode des ¢léments de
fronticrc A
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